A dualitas-leképezés

Hilbert-terek esetén lattuk, hogy a tér (konjugaltan) izometrikusan izomorf a sajat duélisa-
val. E fejezetben azt vizsgéljuk, mondhato-e hasonlé tulajdonsidg normalt terek esetén.
Kideriil, hogy megadhaté alkalmas nemlinedris izometria, ha az alaptér bizonyos specidlis
tulajdonsagokkal rendelkezik. E fejezetben csak valés normalt tereket tekintiink.

Az egyik sziikséges fogalom a reflexiv Banach-tér, melyekrol a 3.3. fejezetben esett
sz0. Ilyen tér esetén X** azonosithato X-szel, mégpedig X** minden eleme felirhatd x**
alakban valamely rogzitett x € X mellett, ahol z**® := &z (VO € X*) és ||[z™| = |||
Ekkor minden egyes x**-ot is azonosithatunk a megfelelo x-szel. Ha még a folytonos
linedris funkciondlok hatdsara bevezetett (.,.) jelolést is hasznéljuk, akkor ezekbél

(®,2) = (z,®) (VO € X*, v € X),

ami jol tikrozi, hogy ez a szituacié részben analdg a skalarszorzattal.

A masik fogalom, melyre tdmaszkodunk, az alabbi:

Def. Egy X normalt tér szigorian konvex, ha zart egységgombje szigorian konvex,
vagyis ha barmely a # b € X, |la|| = ||b|] = 1 vektorok és 0 < A < 1 szdm esetén
IAa+ (1 —A)b|| < 1.

Példak: R™ a p-norméaval szigorian konvex normaélt tér, ha 1 < p < oo (ekkor a
gombok gorbe hatari konvex alakzatok), de nem szigortian konvex, ha p = 1 vagy p = oo
(ekkor a gombok négyzet /kocka stb. alaktak). Ugyanigy, az LP()) tér szigorian konvex
1 < p < o0 esetén, de nem szigortian konvex p = 1 vagy p = oo esetén.

A kovetkezd jellemzéshez hasznaljuk az alabbi jelolést:

u || v, ha valamelyikiik a mésik vektor nemnegativ szdmszorosa.

Allitas. Egy X normalt tér pontosan akkor szigordan konvex, ha teljesiil a szigord
hdromszdg-egyenlotlenség:

[lut vl <flu+vl (Mo, veX, ufv).

Biz. Ha a tér szigortan konvex, akkor u Jf v vektorok esetén legyen
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Ekkor u Jf v miatt a # b, |jal]| = ||b|| =1 és 0 < A < 1, igy a szigoru konvexitds miatt
|Aa + (1 — A)b|| < 1. Ut6bbi azt jelenti, hogy
u+v
| mil< v

ami atrendezve épp a szigori haromszog-egyenlétlenség.

Megforditva, legyenck a # b, ||al]| = ||b]| = 1és 0 < A < 1. Ekkor az u := \a és
v := (1 — A\)b vektorokra u }f v, igy a szigort haromszog-egyenlitlenség miatt

[Aa+ (1 =A)b = [lu+ v < [[uf + vl = Allafl + (1 = A)[b| = A+ (1 = A) = 1,

tehat a tér szigorian konvex. [ ]

A fentiek birtokaban mar igazolhaté az adott tér és dudlisa kozti alkalmas (de altalaban
nemlinedris) izometria létezése, azaz e szakasz {6 eredménye:
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Tétel. Legyen X reflexiv Banach-tér, melyre X és X* szigortian konvex. Ekkor
egyértelmiien létezik olyan J : X — X* leképezés (az un. dualitds-leképezés), melyre

@) 17l =llull  (Vue X);
(i) (J(w),u) = [ull* (Yue X);
(ifi) J: X — X* bijekcit.

Biz. 1. Megkonstrudljuk az (i)—(ii) tulajdonsigokkal rendelkez$ J : X — X*
leképezést: legyen v € X és keresendd J(u) € X*. Az (i) feltétel miatt J(0) = O,
igy feltehetd, hogy u # 0.

Ehhez az u-hoz a kis Hahn-Banach-tétel (3.6. kovetkezmény) szerint létezik olyan
® € X*, hogy [|®| = 1és (P,u) = [jul|. Ez a ® most X szigori konvexitdsa miatt
egyértelmi. Ha ugyanis ® € X* is ilyen, azaz ||®| =1 és (P, u) = |Ju||, akkor

(1]l + 121 Null = 2ljull = (@, u) + (,u) = {(® + ), u) < (||© + D|) [|ul,

azaz || ®||+||®|| < ||®+P|. Eza haromszog-egyenlétlenség miatt csak egyenléség lehet, de
a szigoru verzi6 miatt az is csak akkor, ha @ és ® valamelyike a masik ¢ > 0 szdmszorosa.
Norméajuk viszont azonos (mindkettének 1), igy csak ¢ = 1 és igy & = & lehet.

Legyen J(u) := |Jul| - @, ekkor teljestl (i) és (ii) is:
17 ()| = {lull - @l = flull
(J(u),w) = [[ull - (@, u) = [[ul®

Igy tehat egyértelmiien megadtuk a J leképezést.

Eszrevétel, amire szitkség lesz: a fentiek szerint jellemezhet8, hogy adott u € X esetén
J(u) € X* mikor azonos egy altalunk sejtett ¥ € X* elemmel. Espedig:

(@) 1l = Jlull;

(Jellemzés:) J(u) =" =
(i6) (Wu) = ul* (= 9] = 19 [ful])-

Ez azért igaz, mert J(u)-ra teljestil e két tulajdonsag és 6 az egyetlen ilyen. (A zaréjelben
16v6 kifejezések (i)-bél kovetkeznek.)

2. Igazoljuk, hogy a kapott J bijekcié X — X* kozott. Ehhez adott W € X* esetén
meg kell mutatnunk, hogy létezik egyetlen u € X, melyre J(u) = W. Utébbihoz pedig a
fenti "Jellemzés" szerinti (i)—(ii) tulajdonsagu u € X elemet kell taldlnunk W-hez.

Vegyiik észre, hogy a tétel feltételeiben X és X* szerepe szimmetrikus, azaz X* is
reflexiv Banach-tér, valamint X* és X** = X is szigortian konvex. Igy az eddig bi-
zonyitottak alapjan visszairanyban is egyértelmiien létezik a tétel (i)—(ii) tulajdonségaival
rendelkez6 leképezés, vagyis olyan J* : X* — X | melyre

@) () = vl (V& e X);
(i) (J*(¥),¥) = ¥[* (V&€ X7).



Rogzitett W € X* esetén irjuk fel agy a fenti két egyenléséget, hogy (i)*-ben csak
sorrendet cseréliink, (i7)*-ban pedig J*(W)-t nem X** hanem X elemeként tekintjik és
igy J*(W) és ¥ sorrendjét cseréljik meg. Ezekbol

@) Nl = [l (W),

(id)* (T, J* (W) = ¥
A fenti "Jellemzés"-ben szerepld (i)—(ii) kovetelmények tehdt teljestilnek az u := J*()
vektorra, ami épp azt jelenti, hogy erre az u vektorra J(u) = V.

S6t, ez az egyetlen ilyen u, mert ha mas v € X esetén is J(v) = ¥ lenne, akkor
v is teljesitené a "Jellemzés" (i)—(ii) kovetelményeit u helyett, de akkor (i)*—(ii)*-ban is
beirhatnénk a v vektort J*(W) helyére, ami ellentmond J*(V) jéldefinidltsdgdnak.

Azzal, hogy megtalaltuk a kivant egyetlen u vektort, belattuk J bijekcié voltat (ahol
val6jaban J* = J71) és {gy az egész tételt is. [ ]

Most vizsgaljuk meg, linearis-e a kapott J dualitas-leképezés! Ez két dolgot jelent:
additiv-e és homogén-e.

Allitas. J homogén, azaz J(cu) =cJ(u) (Yu € X, c €R).
Biz. Rogzitett ¢, u esetén legyen © := ¢ J(u). Ekkor
(@) 18]l = lleJ ()| = le[ | J(u)] = lef Jul] = [[cul],
(i) (©,cu) = (cJ(u),cu) = (J(u),u) = |Ju]* = [cu*.
A "Jellemzés" szerint, de most cu-ra alkalmazva, azt kapjuk, hogy © := J(cu), ami a
kivant allitas. [ ]
Az additivitas viszont mar csak Hilbert-térben teljesiil:

Allitas. J pontosan akkor additiv, ha az X tér normaja skaldrszorzatbol szarmazik.

Biz. Ha a norma skaldrszorzatbdl szarmazik, akkor utébbival a tér (most valds)
Hilbert-tér, ahol tudjuk, hogy a dudlisaval val6 izometria izomorfizmus is (ez a Riesz-
reprerzentaciés tétel), igy additiv is.

Megforditva, tegyiik fel most, hogy J additiv. Ebbdl
|ugv|]? = (J(ugv), udv) = (J(u)EJ (v), utv) = (J(u), u)E(J(u),v)E(J(v), u)+{J (v),v).
A két (+-o0s,ill. —-0s) egyenldséget Osszeadva
o+ 0l + [fu = vl = 2((J (w), u) + (J(v),0)) = 2(J|ull® + o]|?),

azaz fennall a paralelogramma-szabdly. Ebbol, mint ismeretes (ldsd 2.14. megjegyzés),
kovetkezik, hogy a a norma skaldrszorzatbol szarmazik. ]

Osszességében tehét a J izometria a Hilbert-tér esetét leszamitva nemlinedris, de csak
az additivitas hidnya miatt.

Egy tovabbi nevezetes tulajdonsag:



Allitas. J monoton operator.

Biz. Mint el6bb,
(J(u) = J(v),u—v) = (J(u),u) = (J(u),v) = {J(v),u) + (J(v),0).

Itt (J(u), u) = [[u]|* és (J(v),v) = ||[v||*, valamint —(J(u),v) = —[[J(u)| [v]| = —[lull [[v]
és utobbi ugyanigy becsli a —(.J(v), u) tagot is. Ezekbdl

(J(w) = T(0),u—v) > [lul]? = 2] o]l + lol = (ull = [[o])* > 0. .

(A kis Hahn-Banach-tételbdl kijon az is, hogy a fenti als6 becslések csak u = v esetén
élesek, igy J szigortiian monoton is.)

Példa. Legyen X := LP(Q2), ahol 1 < p < oco. (Errél tudjuk, hogy reflexiv Banach-
tér.) Keressitk meg a dualitas-leképezést!

Itt LP(€2) norméaja
1/p
fallzr = ([ 1ul?)
Q

A dudlis tér X* = L(Q2), ahol %—i—% = 1, valamint adott g € L9(Q) fiiggvény esetén a g-vel
azonositott funkciondl (amit szintén g-vel jeloliink) hatasa az f € LP(Q) fiiggvényeken

frlo )= | of.
A keresett J leképezés elvart tulajdonsagai tehat barmely u € LP(2) esetén
(1) [ ()llze = llullze

(i) [ J()w=|ulf,

Keressiink elészor olyan K leképezést, melyre (ii) helyett / K(u)u = ||ul|},, azaz
Q

/QK(u)u:/Q|u|p (Vu € LP(Q))!

Vilagos, hogy
K(u) := |ulP?u

jo lesz, hisz mar az integrandusok is egyenlék. Mi lesz ennek L9-normaja? Felhasznélva,
hogy % =1- ;1) = %, valamint hogy |K (u)| = |u|P~!, kapjuk, hogy

K q:/ (pfl)q:/ P _ .
L@ = [ jul [ Jul = Jlull;

(hiszen (p —1)q = p), és igy
-1
1K ()] 20 = [|ull5 = [Jullhs

(hiszen % = p — 1). Osszességében tehat



(0 I (@)lee = [l
(i) [ K(w)u=ult,

Itt mindkét jobboldalon a J-nél vart eredmény ||u||,*-szerese &ll, igy vildgos, hogy ezzel
osztva megkapjuk a J(u) fiiggvényt. Tehat

1

1
J() = —o5 K(u) = — = [ulu,
72 7
vagy osszevonva
u P2
J(u) = u (Vu € LP(Q2)).
el 2o

Megjegyzések:
(a) e képletbdl a konkrét esetre rogton latszik, hogy J homogén (hiszen a ¢ szorzo a
tortnél kiesik), és hogy pontosan csak p = 2 esetben lehet lineéris (amikor is J(u) = u).
(b) a lényeget a |K(u)|? = |u|P Osszefliggés mutatja, ahol is gyakorlatilag egy hatva-
nyozassal "felfajtuk” LP(2) elemeit, hogy a kitevék megfeleljenek az adott normanak.



